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УДК 514.76 

К. В. Полякова 

СВЯЗНОСТЬ В КАСАТЕЛЬНОМ РАССЛОЕНИИ 
РАССЛОЕНИЯ РЕПЕРОВ МНОГООБРАЗИЯ 

Рассмотрено касательное расслоение к расслоению линейных репе-
ров гладкого многообразия. Построены скобки касательных векторов 
этого расслоения. Приведено координатное представление векторов не-
голономного репера. Построены горизонтальные и вертикальные кри-
визны, кручения и ковариантные производные в однородной связности.  

This paper focuses on the tangent bundle to the linear frame bundle of a 
smooth manifold. Brackets of the tangent vectors of this bundle are con-
structed. A coordinate representation of the non-holonomic frame vectors is 
produced. Horizontal and vertical curvatures, torsions, and covariant deriva-
tives are constructed in a homogeneous connection. 

Ключевые слова: касательное расслоение 2-го порядка, горизонтальные, 
вертикальные и смешанные кривизны и кручения, горизонтальные и верти-
кальные ковариантные производные. 

Key words: 2nd order tangent bundle, horizontal, vertical and mixed curvatures 
and torsions, horizontal and vertical covariant derivatives. 

Структурные уравнения расслоения )( mXL  касательных линейных 
реперов на гладком многообразии mX  имеют вид [3] 
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причем 0i
jk ][  ( imod ); mkji ,,...,, 1 . Продолжим уравнения (1): 
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Выражение для дифференциала точки A расслоения касательных 
линейных реперов )( mXL  запишем в виде [4] 

j
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ji

i eedA  . (2)

Совокупность векторов 1-го порядка { , }k
i je e e  образует допусти-

мый репер [5] касательного пространства AT ( ) span( , )k
m i jL X e e  к рас-

слоению )( mXL  в точке A, 2dim ( )A mT L X m m  . Этот репер является 

двойственным к кореперу { , }ji
i   : i

jj
i e  )( , 0 )( k

j
i e , 0 )( k

i
j e , 

k
j

i
l

k
l

i
j e  )( . Вполне интегрируемая система уравнений 0i  фикси-

рует точку многообразия mX  и, следовательно, слой расслоения )( mXL . 
Таким образом, касательное пространство )mAL(XT  содержит верти-

кальное пространство ][ j
iA eV  , касательное к слою в точке A. 
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Формы инвариантного корепера { , }ji
i    в натуральном коре-

пере { , }i k
jdx dx  выражаются по формулам [3]: ji

j
i dxx , i
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Для вертикальных векторов также справедливо разложение: 
i
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Из деривационной формулы (2) видим, что dA можно рассматри-
вать как векторнозначную 1-форму со значениями в пространстве 

)( mA XLT , то есть тангенциальнозначную 1-форму. Обозначим множе-
ство всех тангенциальнозначных форм со значениями в пространстве 

)( mA XLT  через ))(( mA XLT1
1
1  . В общем случае, )( m

p
Aq

p
q LXT  — 

множество всех q-форм со значениями в касательном пространстве 

m
p

ALXT  p-го порядка.  
Случаи 0p   и 0q   не исключаются из рассмотрения, в частности, 

)(R1
0
1   — множество всех обычных дифференциальных 1-форм; 

))(( mA XLT0
1
0   — множество всех тангенциальнозначных 0-форм 

(касательных векторов), то есть mALXT1
0 . 

Форма смещения [1, с. 117] dA соответствует тождественному пре-
образованию [2; 6] касательного пространства AT ( ),mL X  то есть для ба-

зисных векторов (вертикальных k
le  и невертикальных je ) и произволь-

ного касательного вектора j
i

i
ji

i eueuu   имеем ( ) ,j jdA e e  ( ) ,k k
l ldA e e  

( ) .dA u u  
Дифференцируя форму смещения (2) внешним образом и разре-

шая по лемме Картана 
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1
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получим, что невертикальные ie  и вертикальные k
je  [4]: 
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причем для совокупности векторов 2-го порядка { , , , }k j jl
ij ij ik ike e e e e 

 
из со-

прикасающегося пространства (касательного пространства 2-го поряд-
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ка) )m
2
AL(XT  справедливы условия симметрии: ijij ee  , k
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k

ij ee  , lj
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jl
ik ee  . 

Таким образом, построен репер 2-го порядка 2 { , }e e e  пространства 

)m
2
AL(XT , ))(() 3
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1 22  mmmmL(XdimT m
2
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Координатное представление пфаффовых производных e  векто-
ров репера е имеет вид 
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Дифференцируя произвольный вектор j
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i
ji

i eueuu  )mAL(XT : 
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Вектор u инвариантен, если idu j
k

ik
j
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j uu  , i

jk
ki

j udu  k
l

il
jk

ki
jk uu  . 

Тогда j
i

i
j

i
i uudu  ˆˆ , где 
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 (4) 
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iei ˆ , uu i
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i
j ˆ   базисные и слоевые (вертикальные) пфаффовы 

производные вектора u. 
При вычислении скобки ],[ vu  будем использовать соотношение  

)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ)()(],[ vuvuuvuvvduudvvu j
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По условиям сопряженности базисов: ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] .j ji i i i
i j i i j iu v v u v u u v u v     

С помощью обозначений (4) приведем скобку к виду 

 i
i
j

ji
j

jj
k

ik
j

j
k

ik
j

ji
j

ji
j evuuvvuuvvuuvvu )(],[

 
j
i

k
j

i
k

k
j

i
k

l
k

ik
jl

l
k

ik
jl

ki
jk

ki
jk evuuvvuuvvuuv )(  . 

В частности, скобка вертикальных векторов 
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

[ , ] ( ) jik l ik l i k i k
jl k jl k k j k j iv v v v v v v v v v e    — 

вертикальный вектор, и вертикальное распределение инволютивно. 
Рассмотрим формы 
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i
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i
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и приведем их внешний дифференциал к виду 
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Формы (5) задают связность с объектом },{ si
jkl

i
jkl ΓΓΓ   в касательном 

расслоении )( mXTL , база )( mXL  которого сама является расслоением.  

Из (6) следуют уравнения 
p
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i
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p
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jkp

i
jkl  ΓΓΓΓ , p
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jkl  ΓΓΓ p , 

где, например, s
l

i
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s
k

i
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s
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i
skl

i
s

s
jkl

i
jkl

i
jkl d  ΓΓΓΓΓΓ . 

Подставляя последние дифференциальные уравнения в уравнения 
(6), получим структурные уравнения 

 
1 1
2 2 ,

i l i i l i l
jk jk l lk j jl k

i sq i qpi l s l l s
jkls jklp s q jkls p

d        

        R R R
 (7) 

где i
jklsR2

1 i
lsjk ][Γ  — горизонтальная кривизна 

h

R , sqi
jklpR2

1
 
 sqi
lpjkΓ  — верти-

кальная кривизна 
v

R , qi
jklsR  pi

jklsΓ si
jklpΓ   смешанная кривизна 
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R . 

Воспользуемся внешним ковариантным дифференциалом в (7), по-
лучим i
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i
jkD  , где i
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l
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l
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l
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i
l

i
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i
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ковариантный дифференциал; 1
2 ,

h
i i l s
jk jkls   R  1

2 ,
v

i sq pi l
jk jklp s q   R  

s
p

lpi
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hv
i
jk  R — формы горизонтальной, вертикальной и смешанной 

кривизн; s
p

lqi
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p
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l
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sqi
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sli
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i
jk  RRR 2

1
2
1  — формы кривизны. 

Внося формы (5) в структурные уравнения (12), получим: i
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k
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i
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i
j dD  — внешний ковариантный дифференци-
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i
j

h
i
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i
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2
1 , l

s
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jkl
i
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формы горизонтального и смешанного кручений; i
jlk

i
jkl

i
jklT ΓΓ   — объ-

ект горизонтального кручения, si
jkl

si
jklT Γ  — объект смешанного круче-

ния. Компоненты объекта кручения T = { i
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i
jklT ][  2 , 0 si
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где имеет вид i i
j jd     k i i k

j k k j        . 

Значения 2-форм кручения i
j

h
 , i

j

hv
  и кривизны 

h
i
jk , 

v
i
jk , 

hv
i
jk  на 

вертикальных и невертикальных векторах выражаются по формулам 
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Внесем формы (5) в (31) для невертикальных векторов и получим 
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где k
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j
kii

hv
edee   — ковариантный дифференциал невертикальных 

векторов в связности },{ si
jkl

i
jkl ΓΓΓ  ; k
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h
eee Γ  — горизонтальные 

ковариантные производные в связности Γ , js
lik

l
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j
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j
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v
eeee Γ  — 

вертикальные ковариантные производные в связности Γ . 
По аналогии уравнения (32) для вертикальных векторов дают 
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то есть базисные и слоевые (вертикальные) пфаффовы производные 
вертикальных векторов являются горизонтальными и вертикальными 
ковариантными производными вертикальных векторов в связности Γ . 

Для произвольных векторов j
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с помощью форм кручения можно записать в виде 
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где j
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В частности, справедливы равенства 

ji
h

ij
h

ji
l
k

k
lij eeeeeT  ],[ l

k
k
pj

p
li

k
pi

p
lj exxxx )(  ,  

j
ki

h

i
j
k

vj
ki

l
s

js
kik eeeeeT  ],[ l

s
s
lj

i
k

s
jk

i
l

i
lk

s
j exxx )(  , k

l
i
j

v
i
j

k
l

v
k
l

i
j eeee  ],[0 . 

Вертикальные и горизонтальные ковариантные производные вер-
тикального вектора )mAL(XTu  совпадают с его слоевыми (вертикаль-
ными) и базисными пфаффовыми производными, то есть  

ˆ
i

v

i i eu u u    , uuu i
je

i
j

i
j

h
 ˆ .  
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